SULLE SERIE ALTERNATE

+o0 (_l)k+l . .
é—(Zk 1 (con s dispari)

Carmen Carano*

Sunto: In questo lavoro, partendo dagli sviluppi in serie di Fourier
delle funzioni y = x°, con s numero naturale dispari, si ottiene una
formula ricorsiva per il calcolo delle somme delle serie alternate
i (_1)k+1

= (k-1)°

Abstract: In this work, starting from the development in series of

Fourier of the functions y = x°, with s an uneven natural number, we
obtain a recursive formula for the computation of the sums of the

. +0o0 (_1)k+l
alternated series Z—s
S (2k —1)

Parole chiave: funzione pari, funzione dispari, serie di funzioni,
prolungamento periodico, serie trigonometrica, serie di Fourier,
sviluppo in serie di Fourier.

1. Introduzione

In un articolo pubblicato su questo periodico® si dimostra come,
partendo dagli sviluppi in serie di Fourier® dei prolungamenti
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periodici delle funzioni y = x* (con s numero naturale pari) definite in
[-7; m], si ottiene una formula ricorsiva per il calcolo delle somme

. . . - 1
delle serie armoniche generalizzate Z—S
n=1
In questo articolo, procedendo allo stesso modo per le funzioni y = x°,
con s numero naturale dispari, si ottiene a una formula ricorsiva per il

. 400 _1 k+1
calcolo delle somme delle serie alternate ZLS )
i (2k-1)

’ Data una funzione f(x), periodica di periodo 2r e integrabile nell’intervallo
[-mt;=], si definisce serie di Fourier di f(x) la serie trigonometrica:

a_20 + Z (a, cos(nx) + b, sen(nx))
n=1
in cui:

17 17 17
a, =— I f(x)dx a,=— _[ f (x)cos(nx)dx b, =— I f (x)sen(nx)dx
72- - 72- - 72. -
conn=123,..........
La serie di Fourier di una funzione f(x) converge e ha come somma proprio la f(x) se
e verificato il teorema di Dirichlet: se f(x) & una funzione periodica di periodo 2,
continua a tratti nell’intervallo [-m;x], (cioé se in [-w;x], & continua o ha al massimo
un numero finito di punti di discontinuita di prima o terza specie) e se tale
intervallo pud essere suddiviso in un numero finito di intervalli in ciascuno dei quali
f(x) &€ monotona, allora la serie di Fourier di f(x) & convergente per ogni xeR e la

somma f(x) della serie nell’intervallo [-m;x], & cosi definita: fA(X) = f(x) nei
punti xe]-m; « [, f(x) uguale alla semisomma dei limiti sinistro e destro della f(x)

nei punti di discontinuita dell’intervallo ]-m; = [, f(X) uguale alla semisomma dei

limiti della f(x) per x che tende a - = da destra e per x che tende a = da sinistra per
X=-Teperx=m.



2. Sviluppo in serie di Fourier dei prolungamenti periodici
delle funzioni y = x* (con s numero naturale dispari) definite in
[-7;m]

| prolungamenti periodici delle funzioni y =x°® (con s numero

naturale dispari), definite nell’intervallo [-m;=], verificano le
condizioni del teorema di Dirichlet; quindi la serie di Fourier

f(x)di ognuna di tali funzioni é cosi definita: f(x) = x° per ogni
xemn[e f(rz)=(-7°+7°)/2=0.

| coefficienti di Fourier di tali funzioni, dato che x* e x°-cos(nx)
sono funzioni dispari e x°-sen(nx) &€ una funzione pari, sono:

a, = 1 jxsdx =0 a, = 1 Ixs cos(nx)dx =0
7[—71' 7[—7[

b, =£Ixssen(nx)dx
4 0

3. Sviluppo in serie di Fourier dei prolungamenti periodici
delle funzioniy = x, y = x>, y = x°, definite in [-x; =] e calcolo

+oo 1)K+l +0  ( 1\k+1 +0  (_ 1\k+l
delle somme delle serie z( v > D 2 D) -
a 2k-1 T (2k-1)° T (2k-1)

(In quanto segue, tenere presente che cos(nz)=(-1)" e sen(nz/2) & uguale a 0
per n pari e alternativamente a 1 o a -1 per n dispari)



0 y =X

| coefficienti di Fourier del prolungamento periodico di y = X, definita
in [-m;], sono:

T[

b, = EJ xsen(nx)dx = E{— x cos(nx) + Zsen(nx)}
T 0 T

n n2 0

= 3-{—5 cos(nx)T = 3(— Ej cos(nm) = 3(— E](—1) "
T n 0 T n T n

Sara quindi per ogni xe]-m;x [:

X = E(— ni% sen(nx)] = E(ni%sen(nx)]
T

n=1

n 2 ¥ (—l) n+l T
—=— senf n—
2 7 2

da cui si ricava che




a y=x°
| coefficienti di Fourier del prolungamento periodico di y = X

definita in [-7;x], sono:
3x2sen(nx)  6xcos(nx) .

n 3
b, = EI x3sen(nx)dx = EI:— X cos(nx) + > + .
T T n n n

4

~ 63en(nx)}7E ~
n 0

2 [—n—s + G—n] cos(nm)- = 2 (—ﬁ + —3](—1)
n m{ N n

x|

Sara quindi, per ogni xe]-x; « [:

25 {na 6—;EJ(—l)”J'lsen(nx)

T
—Z[——+—J( " sen(nx)—nz S

n=1

T R
Per x = = risultera:
2
3 +00 ¢ q\N+l +00 n+l
m_2s5 6D sen(nn] ZGnZ( )3 sen[ nj
8 T n=1 T n=1 n
3
m_2 et oty S T
8 T 27 125
Z:( 1)k+1 E i (_1)k+l
k-1 n = (@k-1°

da cui si ricava che

12| 8 4

G N O N P 3
= (2k-1)° 12




a y=x
| coefficienti di Fourier del prolungamento periodico di y =
definita in [-x; «t], sono:

m 5 4 3
b, :EIXSSen(nx)dx :g{_ x> cos(nx) . 5x seg(nx) N 20x cgs(nx) N
Ty T n

n n

_ 60x*sen(nx) _ 120xcos(nx) . 1203en(nx)}" -
n n® n® 0

5 5

2 [_ n°  20n° 120n]cos(nn) 2 (_n_+ 207; 120nJ( N

n m n

T n n3 n

Sara quindi per ogni xe]-=; 7 [:

+00 5 3
-n" (— r ., 2073[ - 122“} -sen(nx)
n n

. N
Per x == risultera:

2 i ™ 20m° 120n
i Z( ) (ZK 1 k- +(2|<—1)5J

~+00

( 1)k+1 E 3+00 (_1)k+1 E (_1)k+l
n Z(2I< D = ey R

da cui si ricava che

+00 (_1)k+1 _i ﬁ 7'55 i _ 5 5
32 2 4 1536

S(k-1° 24032 2 B




4. Formula ricorsiva per il calcolo della somma della generica

. & (=D o
serie alternata 2ﬁ con s numero naturale dispari.
k=1 -

Generalizzando le formule ottenute nel paragrafo precedente per il

S

calcolo di > cons =1, 3, 5 al caso di s numero naturale dispari

qualunque, si ottiene:

izZanﬁ—Zs(s—l) Ssmﬁus(s 1)(s—2)(s—3)-

2° a 2k-1 o (2k-1)°
os +00 (_1)k+l 57—3 2 ( l)k+1
. e +(-1) 2 2s(s-1)(s-2)-...-
" kZ:;(Zk—l)s kZ;(Zk 1)5?
s-1 +00 k+1
2 (&
+(-1) 2 2s!
kZ;(Zk—l)s
e quindi:
. 1
- Dt 2 i _s-2il s S ()
-1) 2 2 -1 -
D Z:(Zk 1)° s PO iZ:l:( ) (s—2i+2)!kZ:;(2k_1)2'-1
da cui si ottiene la sequente formula ricorsiva:
N —l
( 1)k+1 s s—2i+l 4w ( 1)k+1
z(2k 1)° sl o ((s 2I+2)'k21(2k )41
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