SULLE SERIE ARMONICHE
GENERALIZZATE

Carmen Carano*

Sunto: In questo lavoro, partendo dagli sviluppi in serie di Fourier
delle funzioni y = x°, con s numero intero pari, si ottiene una
formula ricorsiva per il calcolo della somma della serie armonica
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generalizzata ) —.
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Abstract: In this work, starting from the development in series of
Fourier of the functions y = x°, with s an even integer number, we
obtain a recursive formula for the computation of the sum of the

+00

generalized harmonic series Z—S
n=1 n

Parole chiave: funzione pari, funzione dispari, serie di funzioni,
prolungamento periodico, serie trigonometrica, serie di Fourier,
sviluppo in serie di Fourier.

1. Cenni sulla serie di Fourier
Data una funzione f(x) periodica, di periodo 2z e integrabile

nell’intervallo [- 7 ;x], si definisce serie di Fourier di f(x) la serie
trigonometrica:

a—2° + Zw: (a, cos(nx) + b,sen(nx))
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in cui:

8, == | f(dx
72- -
1 T
a, =— J' f (x) cos(nx)dx
71— -

b, =-1-j f (x)sen(nx)dx
7[—71

La serie di Fourier di una funzione f(x) converge e ha come somma
proprio la f(x) (quindi tale funzione pud essere rappresentata
mediante la sua serie di Fourier), se sono verificate le ipotesi del
teorema di Dirichlet.

Il teorema di Dirichlet sulla sviluppabilita di una funzione in serie di
Fourier afferma che se f(x) € una funzione periodica di periodo 2,
continua a tratti® nell’intervallo [- 7 ; 7] e se tale intervallo pud essere
suddiviso in un numero finito di intervalli in ciascuno dei quali f(x) e
monotona, allora la serie di Fourier di f(x) € convergente per ogni

XxeR e la somma f(x) della serie nell’intervallo [-7 ;7] € cosi
definita: f(x) = f(x) nei punti xel]-7;x[, f(x) uguale alla
semisomma dei limiti sinistro e destro della f(x) nei punti di
discontinuita dell’intervallo |- 7 ; 7 [, f(x) uguale alla semisomma dei

limiti della f(x) per x che tende a - # da destra e per x che tende a 7
dasinistraperx =-z eperx=r.

2. Sviluppo in serie di Fourier dei prolungamenti periodici
delle funzioni y = x> (con s numero intero pari) definite in
[-7:7]

Una funzione si dice continua a tratti in un intervallo, se in esso & continua o ha al
massimo un numero finito di punti di discontinuita di prima o terza specie.



| prolungamenti periodici delle funzioni y=x° (con s numero

intero pari), definite nell’intervallo [- 7 ; 7], verificano le condizioni
del teorema di Dirichlet e ognuno di essi coincide, per ogni x, con la
somma della sua serie di Fourier (non ci sono punti di discontinuita e

f (x)=f(x) anche in —z ein 7z, essendo f(x7) = f(x7) = z°).
| coefficienti di Fourier di tali funzioni, dato che x°* e x®-cos(nx)
sono pari e x°-sen(nx) & dispari, sono:

a, = ijsdx a, ZEIXS cos(nx)dx b, =0
4 0 4 0
con n=1,2,3,..........

3. Sviluppo in serie di Fourier dei prolungamenti periodici
delle funzioniy = X%, y = x* y = x%, y = x®, definite in
+00 +00 1

. 1
[-7 ;7] e calcolo delle somme delle serie Z—Z 2—4
n= N n=1 N
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a y = X2

I coefficienti di Fourier del prolungamento periodico di y = X2,
definita in [- 7 ; 7], sono:

V4 3 &
ao=£jx2dx=£{x—} _2
0
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4 2 ”
a =3J-X2 cos(nx)dx =£ x“sen(nx) N 2xco§(nx) B Zsens(nx) _
Ty Vs n n n o

2 2zcos(nz) _ 4cos(nr)

T n® n®

Sara quindi per ogni x:

2 400
)(2 = % + ZMLEI‘]”) . Cos(nx)

n=1

Per x = + x risultera:

7t &4 7t < 1
7T2=?+Zln—2'(COS(nﬂ'))2=?+4'§n—2

da cui si ricava facilmente che

a y=x*

| coefficienti di Fourier del prolungamento periodico di y = x*

definita in [- 7 ; 7], sono:

V4 5 z
a0=£IX4dX=£ X_ :gﬂ-4
Ty 7| 5 5
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x*sen(nx) 4x%cos(nx) 12x%sen(nx)
n - n’ !

a, = EI x* cos(nx)dx = 3{
T 0 T

24xcos(nx)  24sen(nx) T
_ + =
n n® 0

_ 3_{4”3 cos(nz) 24z COS(WI)} B 872 cos(nr) _ 48cos(nx)

- 2 4 2 4

T n n n n

Sara quindi, per ogni x:

X = %7[4 +Z[(8:2 —?]cos(mz) cos(nx)}

n=1

Per x = + x risultera:

=—7z4+87z2+fi2—48§i4==—n +87° 482—
n=1 n n=1 n n=1 n

da cui si ricava facilmente che

Z_:_

~n

a y=x°

| coefficienti di Fourier del prolungamento periodico di y = x°
definita in [- 7 ; 7], sono:



x®sen(nx) . 6x° cos(nx)  30x"“sen(nx) .

2 3

a, = EI x® cos(nx)dx = E{
Ty T n n n

_ 120x° cos(nx) . 360x°sen(nx) | 720X cos(nx) 7205en(nx)T _
0

n' n° n® n’

127*  2407z% 1440
= Y- + " -cos(nx)

Sara quindi per ogni Xx:

+o0 4 2
x® = %7:6 + Z[(lzf - 24047[ + 14§Ojcos(n7r) : cos(nx)]
n

n=1 n n

Per x =+ z sara quindi:

+00 4 2
”6=1”6+ZH127§ _240r +1440j(cos(m)) J
n

7 = n n
1 —+00 1 —+00 1
:77r +127 Z——2407r Z—4+144oz—6:
n=1 N —1n

2
ST +14402—
7 6 90

n=1 N

da cui si ricava facilmente che
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a y=x

| coefficienti di Fourier del prolungamento periodico di y = x°,
definita in [- 7 ; 7], sono:

7 9"
aOZEIXSdXZE[%} =E7Z'8

Ty V3

V4 8 7 6
a :EIXS cos(nx)dx :g{x sen(nx) N 8x cozs(nx) 56X sin(nx) N
Ty V1 n n n
336x° cos(nx) 1680x*sen(nx) 6720x°cos(nx) 20160x”sen(nx)
B 4 + 5 + 6 - 7 +
n n n n
40320xcos(nx)  40320sen(nx) T _
j— + —_
n® n® o
2(8x" 3367x° 67207 403207 _
i e - - -cos(nz) =
_(167° 6727" 134407° 80640
Bl r - + PR -cos(nrx)

Sara quindi per ogni x:

+o 6 4 2
o 1 s, Z((mf ~ 67247r . 1344§)n B 806840}05(%).003(“)}
9 = n n n n

Per x = + x risultera:



2 4 6
“~\{ n n n

+o0 6 4
o % s +Z[(167z 6727 _ 134407° 80640J(C05(n ) ]

- %72'8 +16z62i2— 672ﬂ4zi4+13440;;22i6_8064ozi8 -
_1 n
2 4 6

~ L0016t T 6722t T 413440 7 - 806402
9 6 90 945

n1 N

da cui si ricava facilmente che

8

— 1

n® 9450

4. Formula ricorsiva per il calcolo della somma della

. . . . - 1 .

generica serie armonica generalizzata Z—S con s intero
n=1

positivo pari.

In generale, i coefficienti di Fourier del prolungamento periodico di
y = x°, definitain [-z; 7], con s intero positivo pari, sono:

2 XS+1 7 2 s
:—Ix dx— =—7
s+1 s+1

T S s-1 _ s-2
a :EJ'XS cos(nx)dx :g[x sen(nx) L X cos(nx) _ s(s —1)x* “sen(nx)
T

r n n’ n®
~ S(S —l)(s _ 2)Xs—3 COS(nX) N ( l) 3 1 81X COS(nX) ( 1) 2 5 Sen(nX):|
n e e —nSJrl i



2| szt s(s=1(s-2)x*° . s(s—=D(s—=2)(s-3)(s—4)r°° .

7| n? n*

Sara quindi per ogni Xx:

X =

6

LA o st s(s=1)(s=2)7"° | s(s-D(s-2(s-3)(s -4z

s+1 “ x| n?

Perx=tr:

S

== +£(s;z5‘1z

s+1

+s(s—1)(s—2)(s—3)(s— 4)ﬁ5-5§ni6 Foeeeere, + (—1)le!7z§n—lsj

S
r _
7t = +2s7°7?

s+1

+25(s—1(s-2)(s-3)(s—4)7°*° i

r,|4

+00

n=1

n=1

-cos(nz) cos(nx)

n

L ss-n-2rY Ly
n ~n

o 1 . |
ZF—ZS(S—l)(S—Z)ﬂ' AZn—4+
n=1 n=1
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Risultera quindi:

S 4w 1 72,'5 =1 |
2(-1D)2 sy —=7°— —2s52Y — 4+ 25(s=D(s -y —+
(-1) nzzl:ns ol nz:l:nz (s-1(s-2) ;Wl

-2s5(s=1D(s-2)(s-3)(s— 4)7r5‘6§ni6+ .25(s=1)(s-2)..(s—(s— 4))7z2§ nig

da cui:

2i
= =n

1 Zl 7_1 s—2i |
2= 1)l DI )((s 2|+1)|Z J
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